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1.
(i) Dada la formula
X=X
Contéstese a las siguientes preguntas justificando brevemente las respuestas en los espacios
reservados a cada una.
(a) ¢ Es una formula elemental?
Si. Las férmulas elementales son las atdmicas y las de la forma XA y ésta
(=xx) es atomica

(b) ¢ Es una tautologia?
No. Las valoraciones se definen arbitrariamente sobre las formula elementales,
por tanto, puede haber una v tal que v(x=x) sea F

(c) ¢Es un teorema de alguna teoria de primer orden?
Si. Porque es el axioma logico de identidad, es axioma de cualquier teoria y,
por tanto, teorema.

(i) Demuéstrese el teorema del cierre, si A’ es el cierre de A, entonces T — A siy sélo si
THA"

Demostracién.
(@ T|—A Hipotesis
T|—A Regla de generalizacion aplicada tantas veces cuantas
variables libres tenga A

(b) T|—A A Teorema de substitucion
T|—A Hipétesis
T|—A Modus ponens de las dos anteriores



2. Para el lenguaje de primer orden L, cuyos simbolos no logicos son los simbolos de
constante a, el predicado unoario C y D asi como el binario B, encuentre una

demostracién para:

T[A1, Az, As] | 3xC(x)

siendo las formulas A, A, y A;:
A Vx(D(x) — B(x,a))
A, VX(—C(x) > — B(x,X))

As: D(a)
Solucidn:
(1) vx (D(x) — B(x,a)) premisa 0 axioma
(2) VX(C(x) > — B(x,x)) premisa 0 axioma
(3) D(x) — B(x,a) T. de Sustitucién + Modus ponens (1)
(4) =C(x) > — B(x,x) T. de Sustitucion + Modus ponens (2)
(5) =B(x,a) — =D(x) Contraposicion o Consecuencia tautoldgica(3)
(6) -C(a) > — B(a,a) Regla de substitucion (4)

(7) -B(a,a) -> -D(a)
(8) ~C(a) > — D(a)
(9) - -C(a) v~ D(a)
(10) D(a)

(11) == C(a)

(12) C(a)

(13) C(a) -> Ix C(x)

(14) Ix C(x)

Regla de substitucion (5)

Silogismo o Consecuencia tautoldgica (6) y (7)
Def — (8)

premisa 0 axioma

Consecuencia tautoldgica (9) y (10)
Consecuencia tautolégica (11)

AXx. Proposicional

Modus Ponens (12) y (13)




3. Encuentre un modelo (con dominio o universo {0, 1}, de dos individuos) para la teoria que tiene
como axiomas no logicos las formulas:

Ar:3Ix (B(X) A C(X))
Az VX (B(X) AC(X) — D(X))
As: B(a)

y que, simultdneamente, falsifique (o invalide, o sea contraejemplo) de la férmula D(a).
B, C y D son simbolos de predicado unoario y a una constante. Razone la respuesta.

Dado que el lenguaje de la teoria incluye una sola constante (‘a’) pero el dominio de
interpretacién contiene dos individuos, ampliamos el lenguaje de la teoria con una segunda
constante ‘b’ y, posteriormente, identificaremos ‘a’ y ‘b’ con los nombres de los individuos que
les correspondan en M.

Sea la siguiente estructura o interpretacion:

M(a) =0

M(b) =1
Bw(0) =V Bu(1) =V (Bm={0,1})
Cwm(0) =F Cu(1) =V (Cu={1}
Dw(0) = F Dw(1) =V Dm = {1}

En ella, las formulas A1, A,, Az son todas verdaderas, mientras que la formula D(a) es falsa:

M@x(B(xX) A C(x))) =V sii M(B(cy) A C(cp))) =V paraalguna constante cq del lenguaje, sea cy=b:
M(B(b) A C(b))) =V sii M(B(b)) =V y M(C(b)) =V (o sii sig,(B(b), C(b)) =V)
M(B(b)) = V sii By(M(b)) =V sii By(1) =V
M(C(b)) = V sii Cy(M(b)) =V sii Cy(1) =V

M(VYx(B(X) A C(x) — D(x))) = V sii M((B(a) A C(a) — D(a))) =V y M((B(b) A C(b) — D(b))) =V

M((B(a) A C(a) —» D(a))) =V sii M(B(a) A C(a)) = F o bien M(D(a)) =V (o sii sig_(B(a) A
C(a), D(a)) = V)
M(B(a) A C(a)) = F sii M(B(a)) = F o bien M(C(a)) = F (o sii sig.(B(a), C(a)) = F)
M(C(a)) = F sii Cy(M(a)) = F sii Cy(0) =F

M((B(b) A C(b) — D(b))) =V sii M(B(b) A C(b)) = F 0 bien M(D(b)) = V (o sii sig,(B(b) A
C(b),D(b)) =V
M(D(b)) = V sii Du(M(b)) = V sii sii Dy(1) = V

M(B(a)) = V sii Bu(M(a)) = V sii Bu(0) = V
M(D(a)) = F sii Du(M(a)) = F sii sii Du(0) = F

Hemos demostrado que M es modelo de T(Az, Az, A3) Y que M es contra-modelo de D(a), es decir D(a) no
es valida en M.

(b) Utilizando la respuesta anterior, digase si ocurre que
T[Al, A2, A3] |— D(a.)
justificandolo con el teorema de validez.

El teorema de validez afirma que si una férmula es teorema de una teoria, entonces dicha
férmula es valida en esa teoria. Una férmula es valida en una teoria si lo es en todo modelo de
la teoria.

Puesto que hay al menos un modelo de T[A;, A,, A3] que no es modelo de D(a) (en el que D(a)
no es valida), D(a) no es valida en T[A1, A,, Az] . Por contraposicion del teorema de validez, D(a)
no es teoremade T[Ay, Ay, Asl.
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1. (a) De una férmula, A, puede decirse que es valida en una estructura M, l6gicamente valida
(también llamada vélida sin mas) o valida en una teoria T. Escribanse las tres definiciones de forma
gue queden claramente diferenciadas.

1. A férmula del lenguaje L, es véalida en una estructura M para L si todas sus M-estancias,
A’, son V en M, es decir, M(A")=V.

2. Aeslégicamente valida, o, simplemente, valida si es valida en toda estructura M para L.

3. Aesvalidaen unateoria T si es valida en todos sus modelos.

(&) Enlnciese y demuéstrese la regla de substitucion.

SiT|—Ay A’ es una estancia de A entonces T |—A’
(A’ es, por definicion, una estancia de A si A’ es A x2... xn[@1,82,.-.,8n])

Demostracion.

SiA’es Aj[a]
1T|—A hipotesis
2T |— WA regla de generalizacion 1
3T |——=Ix =A definicién de v'2
4T |—-AJa] - FIx—A axioma de substitucion
5T |—AJQ] consecuencia tautologica de 3y 4

Si A’ es A, xl@1,8z,...,80]. Sean yy,y,,....y, variables que no aparecen en A ni A’. Aplicando la
primera parte n veces llegamos a Ay x2.... xn[Y1,Y2:---,¥n] ¥, VOlviéndola a aplicar n veces en la forma

T |_Ax1,x2 ..... xn[yl;yZy---nyn] entonces T |_Axl,x2 ..... xn[Y1,Y2,---,Yn]y1[al], que es

Tl_Axl,XZ ..... xn[a11y21---;yn],
se llega a

Tl_Axl,XZ ..... xn[aliaZ’---ian]-



2. (a) Demuestre mediante una tabla analitica o utilizando el sistema axiomatico de Shoenfield:

TgatAaw,t—>(pPA—s),pA—-1)—> —q]}—Tr

1. gataw Axioma no légico

2. t>(pPAr-s) Axioma no légico

3. (par-1r)—>—0 Axioma no légico

4. q Eliminacién conjuncién (1)
5.t Eliminacién conjuncion (1)
6. pA-—S Modus Ponens (2,5)

7. p Eliminacién conjuncién (6)
8. =(pAa-r)v—(q Definicion implicacion (3)
9. —(pA-r) Corte (4,8)

10. —p v ——r De Morgan (9)

11, ——r Corte (7,10)

12.r Doble negacion (11)

(b) Demuestre mediante una tabla analitica o utilizando el sistema axiomatico de Shoenfield:

T[ Ix(A(X) > B(x)), Vy—B(y) | — Ix—AX) v VyC(y)

1. IX(AKX) - B(x)) Axioma no légico

2. Vy-B(y) Axioma no logico

3. A(a) » B(a) Axioma no ldgico de la teoria ampliada T,[1,2,3]
4. —B(a) Eliminacion cuantificador universal (2)

5. —-A(a) Modus Tollens (3,4)

6. —A(a) - Ix-AKX) Axioma de sustitucién

7. Ix=AX) Modus Ponens (5,6)

8. IX-A(X) v VYyC(y) Expansion (7)

Ta[3X(A(X) = B(x)), Vy=B(y), A(a) - B(a)] F—3x—A(x) v VyC(y)

. TJ[AX(AKX) - B(X)), Vy—=B(y)] — (A(a) - B(a)) » Ix=A(X) v VyC(y) (T. deduccién)

. T[EX(AX) = B(x)), Vy—=B(y)] — (A(X) = B(x)) —> Ix-A(X) v YyC(y) (T. constantes)
T[EX(A(X) = B(X)), Yy—=B(Y)] — IX(A(X) > B(X)) > Ix-A(X) v VyC(y) (R. Introd. 3)
T[EX(A(X) > B(X)), Yy—=B(Y)] — IX(A(X) > B(X)) (Ax. no légico)

. T[EX(AX) = B(X)), Yy—=B(y)] — Ix-A(x) v YyC(y) (Modus Ponens)



3. Demuestre, por medios semanticos en un dominio de dos individuos y aplicando el
teorema de validez, que Q(a,a) no es un teorema de la teoria:

T[ Vx3Ay(P(X) = Q(X,Y)), YX(=R(X) v P(x)), IXR(X) ]

Sea |M| un dominio de dos elementos: {1,2} y L(M) = {P}, Q% R'} u{a, b}
Definamos a continuacién una estructura M tal que:

1) M("&F(P(x) = Q(x,y))) =V
2) M(V%(=R(X) vP(x))) = V

3) M(3XR(X)) = V

4 M(Q(a,a)) = F

De modo que M valida (satisface, es modelo de) la teoria T[ X F(P(x) — Q(X,Y)), VX(—R(X)
v P(x)), XR(x) ] al tiempo que no valida (no satisface, es contramodelo de) Q(a,a).

SeaM(a) =1
Sea M(b) =2

1) M(xF(P(x) = Q(x,))) =V sii M(F(P(a) — Q(a,y))) = V'y M(F(P(b) — Q(b.y))) =V

M(F(P(@) — Q(a,y))) = V sii M(P(a) — Q(a,b)) = V sii M(P(@)) = F o M(Q(a,b) = V
M(Q(a,b)) = V sii Qu(M(a),M(b)) = V sii Qu(1,2) = V

M(F(P(b) — Q(b,y))) = V sii M(P(b) — Q(b,a)) = V sii M(P(b)) = F 0 M(Q(b,a) = V
M(Q(b,a)) = V sii Qu(M(b),M(@)) = V sii Qu(2,1) = V

2) M(7x(=R(X) vP(x))) = V sii M(=R(@) vP(a)) = V y M(=R(b) vP(b)) = V

M(=R(a) v P(a))) = V sii M(=R(@)) = V 0 M(P(a)) = VV
M(P()) = V sii Pu(M(@)) = V sii Py(1) = V

M(=R(b) v P(b))) = V sii M(=R(b)) = V 0 M(P(b)) = V
M(P(b)) = V sii Pu(M(b)) = V sii Pu(2) = V

3) M(HR(x)) = V sii M(R(a)) = V sii Ru(M(a)) = V sii Ru(1) = V
4) M(Q(a,)) = F sii Qu(M(a),M(a)) = F sii Qu(1,1) = F

Asi pues, la estructura:

Qum(1,2) =V, Qu(2,1) =V,

Pw(1) =V, Pu(2) =V

Ru(l) =V

Qu(1,1)=F
valida (satisface, es modelo de) la teoria T y hace falsa la férmula Q(a,a). Por tanto, ha
guedado demostrado que Q(a,a) no es valida en los modelos de, ni, por tanto, en la teoria:

T[ vxFH(P(X) = Q(xy)), VX(=R(X) v P(x)), XR(X) ]

Por el teorema de validez, al no ser Q(a,a) valida en dicha teoria, podemos concluir que
Q(a,a) no es teorema de T[ X F(P(X) = Q(X,y)), X(—=R(x) v P(x)), XR(X) ].
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1. Sean las siguientes férmulas de un lenguaje de primer orden, con P simbolo de predicado
binario, Q y R simbolos de predicado unoario y a simbolo de constante:

A1 VX VY P(X,y)
Ao: VX (P(x, a) > Q(x))
Az IX(Q(X) A R(X))

Utilicese el teorema de validez para demostrar detalladamente (definiendo de forma
adecuada una estructura con universo {1, 2}, de dos individuos) que R(a) no es un teorema
de la teoria T[A1, Ao, Ag].

Definicion de la estructura M

IM| = {1,2}, a la constante a se le hace corresponder el individuo 1, es decir M(a)=1, Py =
{11, (1,2), (21), 22} =M, Qu ={1,2}=M| , Ry ={2}.

El lenguaje de partida, L, se amplia a L(M) con cq y co nombres, respectivamente, de 1y 2,
es decir M(cq)=1 y M(co)=2.

Resolucioén
En M:

e M(A1) = V por la definicion de significado de la cuantificacion universal y porque
M(P(i.))) = Ppm (M(i),M(j)) = V, para todo par de nombres i,j, segun la definicion de
Pm-

e M(A2 ) =V por la definicion de significado de la cuantificacion universal y de la
implicacion y porque M(P(i, a) - Q(i)) = V, para todo nombre de individuo i, segun
la definicion de Py y Qm-

e M(A3 ) = V por la definicion de significado de la cuantificacion existencial y de la
conjuncion y porque M(Q(i)) 2 R(i)) =V, para algin nombre de individuo i, segun la
definicion de Q) y Rp, concretamente para ¢

e M(R(a)) = F porque M(R(a)) = Ry (M(a)) = Ry (1) = F, segun la definicion de Ry

Como las cuatro formulas son cerradas, resulta que Aj que son V en M, son validas en M
(con lo que M es un modelo de T[A1, A2, Ag]) y R(a), que es F en M, no es valida en M.

El teorema de validez dice que todos los teoremas de una teoria son validos en dicha teoria.
Por la definicion de validez en una teoria, R(a) seria valida en la teoria
T[A1, Ao , Ag] si R(a) fuera valida en todos los modelos de dicha teoria. Como esta

estructura M es un modelo de T[A1, Ao, A3] y R(a) no es valida en M, R(a) no es valida en
la teoria y, por el contra reciproco del teorema de validez, no es teorema de esa teoria.



2. A Para el lenguaje de primer orden L, cuyos simbolos no I6gicos son los simbolos
de predicado unoario B, C y D asi como el binario A, encuentre (utilizando el
sistema axiomatico de Shoenfield) una demostracion para la formula 3x A(X,X)
en la teoria cuyos axiomas no légicos son:

P1. Ix Vy (C(y) — A(X,y) v =B(X))
P2. Yy B(y)
P3. ¥x (B(X)A C(x))

2. B. Utilizando 4 simbolos de predicado 0-ario o proposicién (F, E, D y C), formalizar

(sin cuantificadores) las frases siguientes.

(@) O Manuel fue a la fiesta con Quico, o Manuel consiguié descansar o Quico

alcanzo su éxito.
(b) Manuel fue a la fiesta con Quico solo si 0 Manuel no consiguié descansar o
Quico alcanz6 su éxito.

(c) Si el coche no estaba en su sitio o Manuel fue a la fiesta con Quico entonces,
Quico alcanz6 su éxito.

(d) No estaba el coche en su sitio.

2.B.1: Indique en el sitio indicado, las frases 0 enunciados que se corresponden con
los simbolos:

F:

E:

D:

C:

2.B.2: Escriba a continuacion las férmulas correspondientes a (a), (b), (c) y (d)
(a):

(b):

(c):

(d):

2.B.3: Escriba (utilizando el sistema axiomatico de Shoenfield) una demostracion a
partir de las formulas anteriores de que “Quico alcanzo su éxito”



3 (a) Demuéstrese detalladamente (en el caso particular de que todas las formulas A; sean
elementales o negaciones de formulas elementales) que, dada una disyuncion finita, A v Ay v ... v
Ap, siempre se puede decidir en un nimero finito de pasos si es o no tautologia.

Si todas las A; son formulas elementales o negaciones de formulas elementales, entonces la
disyuncion, A:= A1 vAs v .. vAp, es una tautologia si y solo si cierta formula de la disyuncion, A;, es
la negacion, — Ay, de otra A de la misma disyuncion. En efecto. Consideremos los dos casos

posibles.
(i) Cierta formula de la disyuncion, A;, es la negacion, — Ay, de otra A, de la misma disyuncion.

En este caso es inmediato que para toda valoracion, v, o bien v(Ai ) =V, o bien v(Ai ) = F. En el
primer caso, v(A) =V, por la definicion de v para la disyuncion y en el segundo v(A;) = V(= Ag ) =
V con lo que también v(A) = V. Al ser v arbitraria, esto demuestra que A es una tautologia.

(if) Ninguna formula de la disyuncion, A;, es la negacion, — Ay, de otra Ay de la misma disyuncion.

En este caso podemos definir una valoracion v de la siguiente forma. Sea B una férmula
elemental cualquiera.

si B es una Aj de la disyuncion v(B) = F
si — B es una Aj de la disyuncion v(B) =V
en cualquier otro caso v(B) =V

(este Ultimo valor puede ser indistintamente V, como se ha elegido, o F)

Para la v asi definida v(A; ) = F, para toda formula A; de A y por tanto v(A) = F. Luego A no es

tautologia.
Como la operacion de decidir si cierta formula de la disyuncion, Aj, es la negacion, — Ay, de otra Ay

de la misma disyuncion se reduce a un namero finito de comparaciones entre las A;, queda probado
el resultado para este primer caso en el que todas las Aj son formulas elementales o negaciones de
formulas elementales.

3 (b) Dada una teoria de primer orden T (sin axiomas no légicos) con su lenguaje L(T),
abreviadamente L, digase si las siguientes afirmaciones son correctas 0 no con una breve explicacion
en el espacio reservado para ello.

Toda formula de L es teorema de T
No es correcto. Cualquier férmula de la forma A A =A no es teorema de ninguna T.

Todo teorema de T es férmula de L
Correcto. Por definicién, los teoremas son férmulas definidas de cierta manera (axiomas y
conclusiones de reglas)

Todo axioma de T es teoremade T
Correcto. Es la primera parte de la definicion de teorema.

Todo teorema de T es axioma de T
No es correcto. f(x)=f(x) es un teorema de T, pero no es ningln axioma de T.
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